Problema de Fuler-Poinsot

1. Introduccion

El estudio de la dindmica del sélido rigido ligado contintia con el sélido rigido
con un punto fijo. En primer lugar se estudiaran las ecuaciones diferenciales que
rigen su movimiento, y se resoveran en dos casos distintos

= Movimiento por inercia (problema de Euler Poinsot)
» Movimiento bajo la accién de la gravedad (problema de Lagrange Poisson)

El movimiento del sélido con punto fijo es un movimiento con tres grados de
libertad, por lo tanto las ecuaciones en las que desmboquemos seran tres ecua-
ciones diferenciales de segundo orden (orden total = seis) que en general serdn
no lineales y setaran acopladas. El problema dificilmente se puede reducir a cua-
draturas. De hecho, cldsicamente solo se han presentado los casos que aqui se
describen.

Por otra parte, cabe destacar la doble trascendencia de los resultados que se
obtendran para el movimiento del sélido rigido con punto fijo, ya que, como se
verda mas adelante, cualquier problema de dindmica del sélido rigido libre puede
reducirse a un problemade dindmica del punto libre ;,mas un problema de sélido
rigido con un punto fijo.

El estudio del sélido rigido con punto fijo tiene aplicacién en bastantes cam-
pos de la Mecénica. En la Mecéanica celeste es fundamental para estudiar fenéme-
nos como la precesiéon de Chandler, la precesion de los equinoccios, etc. En la
Mecéanica técnica es la base para el estudio de los girdscopos, que seran tratados
al final del capitulo.

2. Ecuaciones del movimiento

En esta seccién se deducen las ecuaciones diferenciales que rigen el movimien-
to de un sdlido rigido con un punto fijo. Se supondra que el sélido esta sometido
a la accién de un conjunto de fuerzas aplicadas, cuya resultante es ia y cuyo
momento respecto al punto fijo es M. Ademis de las fuerzas aplicadas, exis-
tird una reaccién R en el punto fijo O. En primer lugar, se hace notar que se
trata de un sistema con tres grados de libertad. Si se elije una base de refe-
rencia fija {O, 7’1, 7', ?1} y una solidaria al sélido {O, 7", 7, ?} ambas con
origen en el punto fijo del sélido. Si bien no se exige ninguna condiciéon sobre
la orientacién de la terna fija, se tomaran los ejes de la terna mévil segin un
sistema ortogonal de ejes del elipsoide de inercia del punto fijo O, de forma que
I, > I, > I,. Como pardmetros que posicionen el sélido respecto al sistema

movil se tomardn los tre dngulos de Euler (¢, 6,v) que definan {O, 7, 7, ?}



respecto a {O, 7’1, 7', ?1} Las componentes de la rotacién @ del sélido en la
base mévil son

wy = ¢sinfsinyg + fcostp
wy = ¢psinfcosy —fsiny (1)
w, = ¢pcosh+y

Se necesita aplicar algtin principio de la dindmica en el que no intervenga la
reaccién en el punto fijo. Se utilizard por tanto el teorema del momento cinético
respecto a O.

dL
dat
donde -
L=1w
N

dL .
por otra parte, para evaluar o debe tenerse en cuenta que hay que derivar

respecto al sistema fijo en el cual el tensor de inercia no es constante. Por lo
tanto, se utiliza la férmula

dT. dT. .
(dt>_<dt>+wx%
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que relaciona las derivadas respecto al sistema mdévil y el sistema fijo. Se tiene
entonces que, por la eleccién del sistema de ejes moviles, la expresién matricial
en ellos del tensor de inercia es diagonal y

- I, 0 O Wy -
L = 0 I, O wy | =Lw,7 +Tywy 7 + Lw. k
0O 0 I, Wy

dL,
( ) = L6, T + 1w, T + Lo, &
S

WX Ly= (I — I)wyw. 7 + (I, — L)w:w. T + (I, — Liwywy) &

Por lo que el teorema del momento cinético se tiene

L, + (I, — I))wyw, = M,
Iy + (Ip — L)w,w, = M, (2)
L, + Iy — I)wewy = M,

que constituyen las ecuaciones de Euler la cuales, junto con [1] constituyen
un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas que permiten determinar las
funciones del tiempo ¢(t),0(t),%(t), es decir, la evolucién del movimiento del
sélido rigido.

En cuanto al célculo de la reaccién del punto fijo, ﬁ, ésta no presenta espe-
ciales problemas, pues una vez resuelto el movimiento se puede despejar direc-
tamente de la ecuacion

R+ F =ma

R=-F+m@x7+7 % (T x7))



3. Ecuaciones del movimiento por inercia

En esta seccién abordamos el problema del movimiento de un sélido al que
se sujeta con una rétula por un punto O y sobre el que el sistema de fuerzas
aplicadas es reductible a una fuerza tnica cuya linea de accién pasa por el punto
fijo. Se supone que se dota al sélido de unas condiciones iniciales de posicién y
velocidad y se quiere calcular la evolucién con respecto al tiempo de su rotacion
W y sus angulos de Euler ¢, 6, 1.

Como para todos los problemas de movimientode un sélido rigido con un
punto fijo, se parte de las ecuaciones de Euler, que, en este caso, al ser M=T7
se escriben

I, + (I, — I))wyw, 0
Iyw, + (I, - L)w,w, = 0 (3)
L, + (I — I)wewy 0

Multiplicando la primera por w, , la segunda por w, y la tercera por w, y
sumando las tres ecuaciones se obtiene

Lywawy + Tywyy + Lw,i, + (L, — Iy + I, — I, + Iy — I)wewyw, =0

de donde
1d(Lw? + Ing + Lw?)
2 dt
es decir, la energia cinética &, se conserva, lo que era previsible ya que las inicas
fuerzas actuantes, al estar aplicadas en un punto fijo, no proporcionan trabajo.
Si seguimos con las ecuaciones anteriores y multiplicamos la primera por
I,w, , la segunda por Iyw, y la tercera por I.w, y sumamos las tres ecuaciones
se obtiene

=0

Dwoly + Lwyy + Lw.w + (LI — Iy Ip + 11y — LI+ 1,1 — LI )wuwyw, =0

de donde 5 5 5 5 5 5

d(lywy + Ljw, + IFwy)

dt B

lo que expresa que la norma del momento cinético L? se conserva. Realmente
no sélo se conserva la norma de f, sino también su propio valor como vector
T = fo, yva que las fuerzas actuantes no dan momento reipecto al punto O.
Sin embargo, lo que no se conserva son las componentes de L en la base movil,
aunque si su norma, pues ésta es la misma en cualquier referencia. Por lo tanto

=K
L* =K'

Se definen las siguientes constantes positivas

L2
I =
2&.
28,
0 =
L

y por tanto, se puede escribir



Lwl + Iyw, 4 Lw? = IO
w2 + Lw, + Dw? = 1’02

sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas que, junto con la segunda ecua-
cién de Euler
Iy, + (I — I)w,w, =0

determina un nuevo sistema de ecuaciones integrado dos veces respecto a las
ecuaciones de Euler.

4. Integracién de las ecuaciones anteriores
A continuacion se procede a la integracién del sistema.

Tw2 + Iywz + Lw? =102
P20 + 2wt + 202 = 1207 (4)
Iy + (Iy — I )w,wy =0
En primer lugar se procede a utilizar las dos primeras ecuaciones de [4] para
despejar w,,w, en funcién de w,. Multiplicando la primera por I, y restando

I2w2 + Iylwwj + I Lw? = 11,02
2?4+ 2 v = o2
0 + Iy(II—Iy)wz + LI, —Lw? = I(I,—1)?

()

y, por lo tanto, se obtiene que I < I, y ademas

(I, 1) I,(I,— I,
2 _ QZ Ty Y/ 2
wz [z(Ia: _Iz) [z(Ia: _Iz)wy
I(I,—1 .
llamando o? = ¥QQ se tiene
I,(I, — I,
I,(I, — I,
2 _ Ayle vyl 2 2
z Iz(Iw _ Iz) (Oé wy) (6)

Si se realiza la misma operacién para despejar w2, se tiene

11,02 + nyzwz + I20? = 11,07

2?4 L2 boe? = o2
L(I, — L)w? + I,(I, — Iz)wg + 0 = I(I-1,)0°
(7)
y, por lo tanto, se tiene que I, < I y, siguiendo
2 _ I(I_ IZ) 02— Iy(ly — Iz)wz
I(I-1,
llamando 32 = ¥Q2 se tiene
I,(I,— I,
I,(I, - 1,)
2 yUy —1z) 9o 2
= — 8
L) T )



Sustituyendo en la tercera ecuacién de [4]

IQI —I)I, — ) (a2 — w2)(B? — w?
Ly = 30, _1)\/ ( y><;,xlz(]z<_lz)2 D - )

llamando

_ U= L){y — I2)
h= \/ ]wlz(lw - Iz)2

queda

wy = /(02 - w2)(82 - w2)

y la reducciéon a cuadraturas

= £u(t — to) (9)

/w Ve o) 62—w2)

4.1. Casos particulares

Segunse ha visto, el valor de la constante I estd acotado entre I, e I,, es
decir
I<I<I

Por lo tanto se tienen los siguientes casos:

Al I, <I<1,
A. Casos generales
A2 I, <I<I,
Bl.I=1,

B. Casos particulares ¢ B.2. I =1,

B3.I=1,

A.1. En este caso, de [5] y [7] se obtiene que 3% > o2 y de [8] se tiene que
wy < ? < o? y teniendo en cuenta que [6] se tiene que w, nunca pasa por
cero, es decir siempre conserva el mismo signo. Por lo tanto, segin la segunda
ecuacién de Euler, el vector W precesa en torno al eje z en sentido horario si se
“mira” desde la parte de éste en la que esté la componente w,. La ecuacién [9]

puede reducirse a la forma de Legendre de la integral eliptica con el cambio

llamando k% =

/82
a?



con lo que se tiene

“ du

wo V(1 —2)(1 — k2u?)

= pe(t —to)

o bien, tomando sinp = u

/ — palt — to)
1 — k2 sin?

integral eliptica de primera especie en su forma de Legendre.

A.2. Este caso es muy parecido al anterior. De nuevo, utilizando las ecua-
ciones [5] y [7] y teniendo en cuenta que en este caso I, < I < I, se obtiene
que 32 < o? y de [8] se tiene que wi < a? < 2. De la ecuacién [8] se tiene
que w, nunca pasa por cero, es decir siempre conserva el mismo signo. Por lo
tanto, segin la segunda ecuaciéon de Euler, el vector @ precesa en torno al eje
x en sentido antihorario si se "mira”desde la parte de éste en la que esté la
componentew,.La ecuacién [9] puede reducirse a la forma de Legendre de la
integral eliptica con el cambio

u:—

=ay1—u?

-

dw, = adu

2
llamando k2 = a <1

32
con lo que se tiene

“ du

wo V(1 —u2)(1 — k2u?)

= uB(t —to)

o bien, tomando sin ¢ = u se tiene

/ = pp(t — to)

1—k2sin’p

integral del mismo tipo que la encontrada en A.1.

B.1. Cuando I = I, entonces, de la ecuacién [7], se tiene que 5 = 0, lo que
hace que la ecuacién [8] haga que wy = wy = 0. Ademas w, = Q, por lo que la
rotacion del sélido es una rotacién continua de valor constante en torno al eje
z.

B.2. Cuando I = I, entonces, de la ecuacién [5], se tiene que a = 0, lo que
hace que la ecuacién [6] haga que wy, = w, = 0. Ademds w, = Q, por lo que la
rotacion del sélido es una rotacién continua de valor constante en torno al eje
x.



B.3. Cuando I = I, se tiene que o? = 32 = Q? y la integral eliptica para

la componente w, pasa a ser una integral expresable por funciones elementales.
En efecto

[ dwy, 1 Wy Wyo
w(t —to) —/ P = Q(ArcTh O ArcTh q )

Wyo
o bien, si se llama

Wy0
A= ArcTh—=2=
re hQ

queda
wy = QTh(Q(t — to) + A)

Sustituyendo en [8] y [6] queda

w2 — [y(ly — Iz) 1
T LI, — L) Ch2(Q(t — to) + A)
2 Iy(—rr — Iy) 1

w
0 L(I, — 1) Ch?(Q(t — to) + A)

lo que quiere decir que el vector rotacién permanece en un plano que contiene

al eje y y tiende asintOticamente a ser paralelo a este eje y tener de médulo €.

5. Angulos de Euler

Una vez resuelta la evolucién del vector rotacién, se utilizan las ecuaciones

wy, = ¢sinfsineg + Ocosvp
wy = ¢sinfcosty —Osiny (10)
w, = ¢pcosh+y

, . — — —

ademds, teniendo en cuenta que L = Ly = Iyw, 7 + [yw, 7 + Lw, k y supo-
niendo que el tercer eje fijo lleva la direccién de Ly puede obtenerse una tercera
ecuacién multiplicando escalarmente por los vectores unitarios de la base mévil.

Lw, = 1IQsinfsiny
Iyw, = IQsinfcosy (11)
I,w, = 1IQcosH
De la tercera ecuacién se obtiene
Iw,
0 —
cos 0

f# Como 0 < 0 < 7 el valor del coseno es suficiente para determinar el valor de
6. ¢ Si se dividen las dos primeras ecuaciones de [11], se obtiene

Iywy

Tyw,

que junto con la primera ecuacién, que proporciona el signo del seno de ¥, lo
determina totalmente. ¢ Si se multiplica la primera ecuacién de [10] por sin ),
la segunda por cosvy y se suman, se obtiene

tgy =

Wy Sin Y + wy cos
sin 6

psinf =



que junto con las ecuaciones del sistema [11] permiten escribir

. L2 + Iyw;,
¢ =

- 2,2 & J202
Lw; + Ijwy

que deja reducido a una cuadratura el célculo de la precesién. Ademas, la ecua-
cién anterior establece que el sentido de la precesion es siempre el mismo.
Pasemos ahora a estudiar los casos particulares que se analizaron en el cdlculo
de la rotacion del sélido.
Caso B.1.
I=I, = Yt =0k = 0=0

con lo que la linea de nodos queda indeterminada y por lo tanto los angulos ¢, 1.
El movimiento es una rotacion uniforme alrededor del eje mayor del elipsoide
de inercia. Dicho de otra forma,

st la rotacion inicial del solido lo es alrededor del eje mayor del elipsoide de
inercia del punto fijo, entonces ésta se mantendrd indefinidamente con la misma
direccion, el mismo sentido y el mismo mddulo.

Caso B.2.

I=I, = Yt =07 = 60=- =

m

2
™ .

b=5 =¢=0 = 0= o+ Qt —to)

El movimiento es una rotaciéon uniforme alrededor del eje menor del elipsoide
de inercia. Dicho de otra forma,

st la rotacion inicial del solido lo es alrededor del eje menor del elipsoide de
inercia del punto fijo, entonces ésta se mantendrd indefinidamente con la misma
direccion, el mismo sentido y el mismo mddulo.

Caso B.3.

I=I, = lm@w=07 = h’mé):g -

t—o0 t—o0
limy=0 = lim =0
t—o0 t—o0
en este caso, la rotacién tiende a ser constante y estar alineada con el eje inter-
medio del elipsoide de inercia, es decir si las condiciones iniciales del sélido son
tales que
L3 _
28,
, entonces el solido tenderd asintdticamente a rotar en torno al eje intermedio
del elipsoide con una rotacion constante.

1

6. Caso en que el elipsoide sea de revolucién

Se procede a recapitular los sistemas de ecuaciones utilizados hasta este
momento

wy = ¢sinfsing + 0 cosp Lw? + ]ywi + Lw? = IO?
wy = @sinfcosy —Gsiny 202 + Iswg + I2w? = 1202
w, = ¢cosl+ I,y + (I = L)w.w, =0



Figura 1: Movimiento por inercia de un sélido con un punto fijo cuyo elipsoide
de inercia es de revolucién y alargado. El cono de Poinsot mévil (amarillo) rueda
por el exterior del fijo (azul), siendo ambos exteriores.

Lw, = 1IQsinfsiny
Iywy, = 1Qsinfcosy
I,w, = 1IQcosH

Del segundo sistema se obtiene
Lw, =0 = w,=uw,

que, sustituido en la 1ltima ecuacién del tercer sistema

IZ Z
Lw,, =IQcos = cosb = IC;)O = cosfy
Ademis,
IQsin O si 0
cbsin@sinw:wmzw = p=—=¢p
I, I,
Por ltimo, la rotaciéon propia
] . . ];p - Iz I(li — IZ .
Y =w,, —pcosby = ¢ 7 ) cosfy = wy,( 7 ) =y
z x

Se tiene pues un movimiento de nutacién nula y precesion y rotaciéon propia
uniformes. Se tiene por lo tanto un movimiento que se puede describir por la
rodadura sin deslizamiento de un cono de Poinsot de revolucién mévil sobre
un cono de Poinsot también de revolucién fijo. La tltima ecuacién permite,
ademds, establecer el modo en que estdn dispuestos los conos. En efecto, si
I, > I, (elipsoide de revolucién alargado) la precesion y la rotacién propia estén



Figura 2: Movimiento por inercia de un sélido con un punto fijo cuyo elipsoide de
inercia es de revolucién y achatado. El cono de Poinsot mévil (amarillo) rueda
por el exterior del fijo (azul) que es interior al mévil.

orientadas hacia el mismo semiespacio y la generatriz de contacto entre los conos
se encuentra entre los ejes z y z1 con lo que los axoides ruedan exteriormente. Si
I, > I,; (elipsoide de inercia acortado) entonces es el axoide mévil el que rueda
exteriormente sobre el fijo.

7. Movimiento segin Poinsot

En la seccién anterior se ha descrito la evolucion del sélido rigido deforma
analitica. Existe otra via, utilizada por Poinsot, para describirla solucién al
mismo problema. Esta se basa en el andlisis de la evolucién de elipsoide de
inercia del punto fijo.

Se llamara polo al punto P que se mueva sobre el elipsoide de forma que
el vector OP sea siempre paralelo a la rotacién @. Se llamars m al médulo de
este vector y § a su recta soporte, siendo Ws un vector unitario con la direccién
y sentido de OP.

En primer lugar analizaremos los teoremas a los que obedece el movimiento
del elipsoidede inercia del sélido para, acontinuacién, describir el movimiento
del sélido.

Teorema 1 (I) La energia cinética del sélido es directamente proporcional a

w2
m2
en efecto,
1
(S‘C == 5[50}2



pero

k‘2
Is = —
OP
por lo que
k? w?
=T

es decir, la evolucién de la energia cinética puede observarse siguiendo la variable
cinemdtica @ y la geométrica m.

Teorema 2 (II) El momento cinético del sdlido es en todo instante perpendi-
cular al plano tangente al elipsoide de inercia por el polo.

El plano tangente al elipsoide de inercia tiene como vector normal al

Iac _P:ry _sz x m m—
—-Py, I, —P,. y | =mly - ws==—1, - & =—1L,
~P., —P,. I, z @ “

por lo que en todo momento, la direccién de fo es la de la normal al elipsoide
por el polo.

Teorema 3 La distancia del punto fijo al plano tangente al elipsoide de inercia
por el polo es directamente proporcional al cociente entre la raiz cuadrada de la
energia cinética y el modulo del momento cinético.

La distancia de O al plano tangente es

T T
§=0P W =m—.—
w L
pero por el primer teorema
k2 w?
cT 2 m?
por lo que
s hVE
2 L

lo que completa la demostracion.
Si aplicamos los resultados obtenidos para el movimiento por inercia del
solido a los teoremas de Poinsot, se obtienen unos resultados muy expresivos.
Teniendo en cuenta que la energia cinética y el momento cinético son constan-
tes, de los teoremas (II) y (III) se obtiene que el elipsoide de inercia es siempre
tangente a un plano de direccién fija (teorema II) y situado a una distancia

k
constante § = W del punto fijo (IIT) de lo que se obtiene que
El elipsoide de inercia del punto fijo de un sélido que se mueve bajo la accion
de un sistema de fuerzas de momento nulo respecto al punto fijo rueda y pivota
sin deslizar sobre un plano fijo.

La imagen geométrica que proporciona el modelo de Poinsot permite visualizar
la evolucién del polo, tanto respecto al sistema fijo como al sistema movil. Para
ello se definen las
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Figura 3: rodadura y pivotamiento sin deslizamiento del elipsoide de inercia de
O respecto alplano fijo

Figura 4: poloides
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Definicién 1 (Poloide) es la curva que describe el polo sobre el elipsoide de
mercia

Definicién 2 (herpoloide) es la curva (plana) que describe el polo respecto
al sistema fijo.

La forma de la poloide depende de las condiciones iniciales del movimiento del
sblido y, en concreto, de la constante I. En efecto, la poloide puede determinarse
como la interseccién de dos superficies. La primera es el elipsoide de inercia y la
segunda se obtiene obligando al plano tangente al elipsoide por el polo a estar
a una distancia fija § de O.

1

5=
\/Iggﬂ + 12y% + 1222

= 22 + I§y2 + 12 =6 ==

eliminando la cuarta homogénea entre esta ecuacion y la del elipsoide de inercia
Lo + Ly* + 1222 = k2 (12)

queda
LI —D2* + I,(I, - y* + I.(I, = I)2* =0 (13)

ecuacion del cono proyectante de la poloide desde O, el cual permite describir
su forma cémodamente. Segun los valores de I puede decirse
A1. I, <I < I, De [13] se tiene la ecuacién de un cono de la forma

Az? + By> —C2>=0 con A,B,C >0

cono eliptico que tiene por eje el mayor del elipsoide de inercia y cuya intersec-
cién con el mismo son curvas cerradas que abrazan dicho eje.
A2. I, <I< I, De [13] se tiene la ecuacién de un cono de la forma

Az? —=By? —C2>=0 con A,B,C >0

cono eliptico que tiene por eje el menor del elipsoide de inercia y cuya intersec-
cién con el mismo son curvas cerradas que abrazan dicho eje.
B.1 I = I, El cono se transforma en

Az? +By*=0 con A,B>0

lo que sélo puede satisfacerse con x = y = 0, es decir para el eje mayor del
elipsoide de inercia. La poloide es por lo tanto un punto que corresponde a un
extremo del eje mayor del elipsoide de inercia.

B.2 I = I, El cono se transforma en

—By?—Cz>=0 con B,C>0

lo que sélo puede satisfacerse con y = z = 0, es decir para el eje menor del
elipsoide de inercia. La poloide es por lo tanto un punto que corresponde a un
extremo del eje menor del elipsoide de inercia.

B31=1,

La ecuacién [13] queda
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[A
A$2—322:0:>§::|: ol con C,A>0

ecuacion de un par de planos que se cortan en el eje intermedio del elipsoide,
simétricos respecto a los planos principales del mismo. La poloide es por lo tanto
un arco de las elipses que definen la interseccién del elipsoide de inercia con el
par de planos anteriores.

Cuando la rotacién inicial tiene por eje el mayor o el menor de los del elip-
soide, es estable, pues las poloides cercanas al eje lo abrazan y si en cualquier
momento estan proximas al mismo, se mantendran siempre cerca. Por el con-
trario, las poloides cercanas al eje intermedio pueden alejarse de éste, por lo que
las rotaciones iniciales en torno a este eje son inestables.

Si el elipsoide de inercia es de revolucién, entonces las poloides son circun-
ferencias cuyo centro estd sobre el eje de revoluciéon y contenidas en planos
perpendiculares al mismo. Evidentemente, en este caso sélo son estables las
rotaciones alrededor del eje de revolucion.
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